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Lista pierwsza

1. Czy podane wypowiedzi sg zdaniami w logice? Jedli sa, to podaé ich warto$¢ logiczna:
(a) ,Wroctaw byl stolica Polski”; (b) ,liczba 333333 jest podzielna przez 9”;

(c) ,,a2 +b? =7 (d) ,tréjkat o bokach 5, 7, 13 jest ostrokatny”;
(e) ,2° > 327 (f) ,A =b%—4dac”.

2. Napisaé zaprzeczenia zdan:

(a) ,,pije piwo i ogladam mecz w TVN”;

(b) ,kwadrat nie jest pieciokatem”;

(¢) ,przez Poznan przeptywa Odra lub Warta”;

(d) ,jesli funkcja f jest rosnaca, to funkcja f jest malejaca”;

(e) liczba jest podzielna przez 6 wtedy i tylko wtedy, gdy jest podzielna przez 2 oraz przez 3”;

)
(f) ,czworokat jest réwnoleglobokiem albo ma przekatne réznej dlugoscei”.

3. Ocenié¢ prawdziwosé zdan zlozonych

(a) ,nleprawda ze funkcja f(x) = 22 jest rosngca na R”;

(b) ,(—1)* = —1 lub 2018 jest liczba parzysta”;

(c) ,funkcja g( ) = sinx + cos (7/12) jest okresowa, a funkcja f(z) = 3% — 3~ — nieparzysta”;

(d) ,jezeli czworokat jest rombem, to jego przekatne przecinaja sie pod katem prostym”;

(e) ,liczba 2016 jest podzielna przez 8 wtedy i tylko wtedy, gdy liczba utworzona z jej koncowych
trzech cyfr jest podzielna przez 8”;

(f

) ,Ziemia ma ksztalt kuli albo funkcja f(z) = sinx jest okresowa”.

*Zadania zaczerpnieto z ksiazek: Analiza matematyczna 1 (Definicje, twierdzenia, wzory; Przyklady
i zadania; Kolokwia i egzaminy), Wstep do analizy i algebry oraz Studencki konkurs matematyczny.
Zadania z Tozwigzaniams.



4. Uzywajac tylko kwantyfikatorow, spdjnikéw logicznych oraz relacji =, #, <, < zapisaé stwierdzenia:
(a) funkcja f nie jest rosnaca na przedziale [0, 1];

(b) z € [-1,2);

22 +y? =4,

nie ma rozwiazan;
x4y =10 azan;

(c) uklad réwnan {

(d) réwnanie 27 + 32° + 1 = 0 ma tylko jedno rozwiazanie rzeczywiste;

(e) liczba 2017 jest pierwsza.

5. Zbada¢, czy podane formy zdaniowe z kwantyfikatorami sa prawdziwe:

a) \/ a® =27, (b) A\ @®+4z+3>0; © A\ V 22+4°=0
zeR rzeR zeR yeR

(d) \/ /\ xy = 0; (e) /\ /\(?J<$)\/(y>$); () \/ \/Sinw+cos(ac+y):0,
yeR z€R zeR yeR zeR yeR

6. Dla par zbioréw A, B C R wyznaczy¢ AUB, ANB, A\ B, B\ A, A¢, B
(a) A=(0,5), B=[0,7]; (b) A=(-00,3), B=[-1,00); (c) A={1,2}, B={1,2,3,4}.
Wskazaé te pary A, B, dla ktérych A C B.

7. Okresli¢ i narysowaé dziedziny naturalne funkcji:

(a) f(x) = N — (b) f(z) = V2—w (¢) f(z) = V81 — a4 x) = 7‘2_96,

22 —4x -5’ 2241
8. Korzystajac z definicji pokazaé, ze podane funkcje sa parzyste lub nieparzyste:
(a) f@)=a* =32 +1;  (b) f@)=[a* +al; (o) f(a) = V2P + 2.
9. Korzystajac z definicji uzasadnié, ze podane funkcje sa monotoniczne na wskazanych przedziatach:
(a) f(z) =245z, (=00,00); (b) f(z) =2, (—00,0].

10. Niech f bedzie funkcja monotoniczna i dodatnia na przedziale. Uzasadnié, ze funkcje (—f), f2, 1/f
tez sa monotoniczne. Korzystajac z powyzszego naszkicowaé wykresy podanych funkcji na wskazanych

przedziatach:
1 -1 1 1
(a) m7 (—O0,0); (b) 1+ 2z’ (—O0,00); (C) mv (0777); (d) \/E— 9’ (47 OO)

Lista druga

11. Podaé wzory funkcji ztozonych fo f, fog, go f, g o g oraz okresli¢ ich dziedziny naturalne:

(a) f(z)=2z—1, g(x) =3z +2; (b) f(x)z;, g(x) = z%;
(0) f(z) = Va, g(x) =% (d) f(z) =Iz|, g(z) =Vz+1

12. Na rysunku ponizej przedstawiono wykres funkcji y = f(x).

1%

! y = f(z)

-1 1 /2 T




Narysowaé wykresy funkcji:

(@) y=flz)+5 M)y=[fl+2); (©y=—flx); (dy

() y=[f(x)/2;  (f)y=f(3); (@) y=1f(x); (h)y=f(z]).

13. Rozwiazaé rownania:

(a) 2 + 222 + x = 0; (b) 2® 4 22 + 2z = 0; (c) z* —16 =0;

(d) 23+ 222 - 32 -6=0; () a® —da®+2>—4=0; (f)z*+42+42® —2—-2=0.

14. Rozwiazaé nieréwnodci:

(a) (x —2) (x2—|—2x—3) >0; (b) (332—95—2) (332—1—3:—6) <0; (¢ (43:2—25)2 — (22 +5)? > 0;
(d) 2% — 4a? + 42 < 0; (e) ' + 223 —2—-2>0; (f) 2z — 1)3(z + 2)*(z — 2) <0.
15. Rozwiazaé rownania:

dor — 6 3 2 1 9z 3

@) s —era " P 6 w35 Y1 sr1
(d)xi1+:ﬂi2::p2—2i—2; (e)2$$_1:$i1+1; (f)i:;l_az—?—3:x2x—l—_x2i6
16. Rozwiazaé nieréwnodci:

(a)x;__i_:;x<0; (b)m%>0; (c)2+xi+1>§;

Lista trzecia

17. Uzasadnié¢, ze podane funkcje sa roznowartoéciowe na wskazanych przedziatach:
(a) f(:E) =T+ l’3, (_007 OO); (b) f(l’) = 57 (07 OO)

18. Znalez¢ funkcje odwrotne do funkcji:

(a) f(!E):i—J_ri; (b) f(z) =3—V4—a? (-2<2<0); (o) f(z)=3""
() f(z) =log(z +3); (e) f(x) = —a", (x <O); () f(z) = 2* - 4a, (z <2).
19. (P) Korzystajac z wlasnosci logarytméw obliczy¢:

(a) logg 3 +logg 12;  (b) logs 18 — logs 2; (c) 9logg V/36;

1 log, 54 — log, 6
(d) 3logy 3 -logs4;  (e) 3log, V3 — 3 logs 3+ 3log, 2 —log, 6; (f) m.
20. Rozwiaza¢ réwnania lub nieréwnodci:

(a) 2712 = 32+, (b) 2¢® =577 =9;
(c) 57 - 20T L 527 . 227, (d) " —e™™ > 2.

21. Rozwiazaé¢ réwnania:

(a) 4log, x = log, 81; (b) logy(x +4) —logy(x — 1) = 2;
(c) log%(x -3)+ log% T = —2; (d) log, (a:2 — 6) =3+ logy(x — 1);
(e) 2 log% N log%(Gx —-1)=0; (f) log z + log(x — 1) = log(3z + 12).



22. Rozwiaza¢ nieréwnosci:

(a) logs(b — 3z) > 1; (b) log(3z — 1) — log(z — 1) > log 2;
(c) log1 (22 +1) <1+ logs (16 - :E2); (d) logy(x —2) + log%(Q:L" -3)>1;
2 1
>1-1 ; f) 1 — .
(e) log%:E 0g3 T (f) n$+ln$>0

Lista czwarta

23. (P) Korzystajac z wykresu funkcji y = sin z naszkicowaé wykresy funkcji:

(a) y = sin 3x; (b) y:sing; (C) y = sin <x+%)7
. L. . T
(d) y=1+sinz; (e)y:§s1n:n—1; (f)y:m(%_l)'
24. Narysowa¢ wykresy funkcji:
in 2
(a) y =|cosz|; (b)y=sinz—2]sinz|; (c)y=|tgx|ctgz; (d)y= | sin 33|
cos &

25. Podane funkcje wyrazi¢ za pomocy sinusa i cosinusa wielokrotnosci kata a:

(a) sin® a; (b) cos? a; (c) sin? o (d) cos? a.

26. Rozwiaza¢ réwnania:

1 V2

(a) sinx:—i; (b) cosz = —

(d) sinz = —sin2z; (e) cos (— — 2z

(c) tgz =1;

= cos (3: + %)7 (f) ctg (23: + %) = ctg x;

(g) cos4x = sin g; (h) sin (6 — 23:) = cos (x + %), (i) ctg2z = tg 2.
27. Rozwiaza¢ réwnania:

(a) sin® z + cos zsinz = 0; (b) sinz — 2 = cos 2x; (c) cosdx = 2 — 3sin 2z;
(d) sin® x — 4sin®x —sinz = —4; (e) tg?z —2tgz+1=0; (f) tgz + tg2z = tg 3.

28. Rozwiazaé¢ nieréwnosci:

(a) sinz < g; (b) cosx > %; (c) tgxr < —1; (d) ctgx > —?;
(e) 2sin (g — x) >V3; (f) 2cos (g — %) <-1; (g) tg (% + g) >—1; (g) V3ctg (2a:+ %) < L

29. (P) Podaj wartosci wyrazen:
arc sin (—\/5/2)

arcsin 1

2 1
(a) arcsin > +arccos—; (b)arcctgl-arctgl; (c) : (d) arctg /3 — arcctg V3.

2
30.* Obliczyé¢:
(a) sin (arccos 1/3); (b) arcctg (tg5); (c) tg(arccos3/5); (d) sin (arctg?2).

31. Wyznaczy¢ dziedziny naturalne funkcji:

3

(a) f(x) = arcsin(2z + 1); (b) f(z) = arccos <:E2 + Z)’ (c) f(z) = arctg 33;4-1; (d) f(z) = arcctg2®.



Lista pigta

32. Zbada¢, czy podane ciagi sa ograniczone z dotu, z géry, sa ograniczone:

2 +sinn "
(a) an = 3——260871; (b) ap = V3" —1; (c) an =2 —/n;
1 1 1
(d) ap, = Vn+8—+/n+3; (e*)an:4l+1+42+2+...+4n+n.
33. Zbada¢, czy podane ciagi sa monotoniczne od pewnego miejsca:
2 n
n 7
47’L
(d) a, = V'n? — 6n + 10; (e) Un = G (f) an =Vn?+1—n.
34. Korzystajac z definicji granicy wladciwej lub niewtasciwej ciagu uzasadni¢ rownosci:
. 2-—n . 1 . om
(a) Jim o —1; (b) nh—IEo% = 0; (c) Jim 3" = oo.

35. Korzystajac z twierdzen o arytmetyce granic ciagéw obliczy¢ granice:

3n — 1 3 m 2L
(0) Jim, T (b) Jim 5 O g
m +1)33n + 1) Y27 — R 5 —4n
(@) tim G B LR VAT OB (F) lim >
ez ) e I
(@ Jm ey (Ve et TVt ) ) Jim =

36. Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach obliczy¢ granice:
12 3

w' im {nx/ﬁJ c) lim {/— 4+ —= + —=;
(a) lim + o (b) nl—>oo {n\/gJ ’ (c) n1—>00 n + n? * n3’

n—oo  jn + 2

1 1 1
d) lim /3 +cos2n; (e) lim v/42nt+l 4 33nt2,  (f lim( + +...+7).
( )"—’OO ( )"—’00 ( )"—’OO vVn2+1  n?2+2 vn?Z+n

37. Obliczy¢ granice z liczbg e:

3n—2 2 15n 4 5—2n
@ g (147) ©) i (5g) @t ()
2n + I\" /5n + 1\" 3n+ 1\" 3n \"
d) li ; li ; f) I ;
()ninéo( bn ) ( 2n ) (e)ng%o<3n—1)’ ()ninéo<3n+1>’
1+ Inn\nn’ - 2)n
() lim ( +“”> : (h) Tim D= (A2
n—0oo Inn n—o0 (n + 2)71 _ (n + 3)n
38. Korzystajac z twierdzenia o granicach niewtasciwych ciagéw obliczy¢ granice:
2
1
(a) Jim n : ; (b) Jim (n4 —3n3 —2n% — 1); (c) Jim (142" —=3");

(d) lim (Vn2+1—n); (e) lim ﬂ; (f) lim arctgn

n—o0 n—oo  nl4 2 n—oo arcctgmn’



Lista szosta

39. Korzystajac z definicji Heinego granicy wtasciwej lub niewladciwej funkcji uzasadnic¢ réwnoéci:

2 1

(a) lim(x — 1)° =8 (b) lim = =0; (€) lim —— =oc.
40. Korzystajac z twierdzen o arytmetyce granic funkcji obliczy¢:

_ 2 =2 , 2 —4 T4z . 23 -8
(a) :}:1—>m2952—95—i-17 (b) :cll>n—12w2+w—2’ (c) xg%l+ N (@) :}:1—>m2954—167

7

, (323 +1) ' . V2—z -2 o . 342

) i, (x+1)? (222 + )%’ B Jim, — 53 () lim (Va?=242): () lim, 42

. tg?x+1 o sin’ Va2 +ax+2 . ( 1 3 )
I im 2T ) m YR gy -2 ).
(l)xf? tg?z +5’ (J)xli%l—cosw’ ()xggo x+1 7 ()wl—>Inl l—2z 1—2a3

41. Obliczajac granice jednostronne obliczyé¢, czy istniejg granice:
1 2 —4 1

(a) limzsgnz; (b) lim2%; (c¢) lim ———; (d) lim x arctg —.
z—0 z—0 z—0 €T

42. Korzystajac z twierdzenia o trzech funkcjach uzasadnié réwnoéci:

. 1 .9 1 . 24cos2x
(a) :(/‘11)1%1+ Vi sin — . =0; (b) il_)l%w arc tg; =0; (¢) im ———=0.

T—00 72

43. Korzystajac z granic podstawowych wyrazen nieoznaczonych obliczy¢:

.92 .
4 —4
(a) lim sin : :E; (b) Tim sin(x ); (c) lim arcsin 3z
=0 z—4 \Jx —2 z—0 arc tg 21
1 cos 5T -1
d) lim 2% arctg —; 1 ; f) lim
(d) = (e) xl—{ng cos 3x’ (£) :c1—>0 sin3z '
, (1+f) In (22 — 3) , T —
(g) limg —— —— (b) Jim, — =5 (i) Jim ==
% I+x—V1-—
() tim (1420)" (9 i [1 + tg(20)] %57, ) tim VA2 VI,
44. Znalezé asymptoty pionowe i ukosne funkcji:
3 4 12 211 r—3
(a) f(w):m; (b) f(x):m; (c) f(x):T_g;
/T + 2 3" 222 +sinz
_ . _ . f _ .
(@ 7 = V222, (€) F(&) = oo (6) fa) = 2T,
Ccos T . sin 2z
() fl2) = Z—7; (h) f(z) =z — arctga; (i) f(x)_sin:ni—l'

Lista siodma

45. Dobraé¢ parametry a,b € R tak, aby podane funkcje byly ciggte na R:

-1 dlax <0, a
(a) f(z) = ¢ at+bsinzdlal <z <7w/2, (b) f(z)= {
1 dlaz > m/2;

Naszkicowaé wykres funkeji z przykladu (a).

b—2zdlax >

ar’+1dlaz < —1,
(c) flx)=42x dla-1<2<0,
w3+brdlaz > 0.

—+1 dlaz < -1,



46. Wyznaczy¢ punkty nieciagtosci podanych funkcji i okresli¢ ich rodzaj:
z—1

22+ x— arctg — dla x )
(a) f(z) =11 dlaz =1, (b) fz) = 8%
0 dla x = 0;
1/4 dla z = 2;
! dla z # 0 1 ! dl 0
ax , _ z
(©) fz) = { (@) —In (2 + 1) (@) fa) = LT o8y BerF0
0 dla x = 0; 0 dla z = 0.
47. Uzasadnié¢, ze podane réwnania maja jednoznaczne rozwiazania we wskazanych przedziatach:
)
(a) 2 4+ 62 —2 =0, [0,1]; (b) xsinz =7, [2%, ;]7 (¢) In(z+2)+xz=0, [-1,0];
(@) (Ve +1) =2—2, [0,1; (e)3° +a=3, [0,1]; (f) 27 + 8 = 11, [1,2].

Wyznaczy¢ przyblizone rozwiazanie réwnania (a) z dokladnoscia 0.125.
(*) Dlaczego jedynym rozwiazaniem réwnania x + logy z + 3% = 12 jest x = 27

Lista 6sma

48. Korzystajac z definicji obliczy¢ pochodne funkcji:
(a) f(z) = 2" (x € R); (b) flz) = . (@ #1); () f(z) = Va (x> 0); (d) f(z) =sin2z (z €R).

r—1

49. Badajac pochodne jednostronne rozstrzygnaé, czy istnieja pochodne podanych funkcji we wska-
zanych punktach:

() () = |a* ~a|, @0 =1; (b) f@) =sinz- smn (@), 20=0; (c) f(x) =min{s? 4}, 2p=2.
Naszkicowaé¢ wykresy tych funkcji.

50. Zaktadajac, ze funkcje f i g maja pochodne wlasciwe na wspolnym na przedziale, obliczyé¢ po-
chodne funkgji:

2
(a) y=xf G) (b)y = f(:ﬂ ); (c)y=e"f(e);
(d) y = f(z)cosg(z); (e) y=1/f*(x) —g*(x); (f)y=arctg[f(z)g(z)];
i) T (!
(g) y=1 o) (h)y—tgg($)7 (i) y=f( )g<x)-
51. Korzystajac z regul rézniczkowania obliczyé¢ pochodne funkcji:
(a) 3sinx + ctg x; (b) e* (x2 -+ 1); (c) 3;2j_22; (d) e (3z +1)%;

(e) In (3:2 + 1) tg Vx; (f) e/ arctg(3 —z); (g) In (COS2 x4+ 1); (h) \/arccos (z2);

\/g 3sin2m 5 3
) ———; ) s k) (e72* +1); 1) (sinz)” (0 <z <m);
O Grr1y () ooz () (7 +1)% ) (ine)* (0 <o <)
. , 3 In 2019 .
(m) (arcsinx 4+ arccosz)”; (n) In(2z) + In . (o) g (p) €°sin 2z + /7 cos 3.

/
52.* Korzystajac z twierdzenia o pochodnej funkcji odwrotnej obliczy¢ ( f _1) (vo), jezeli:

(a) f(z) =x+Inz, yo=e+1; (b) f(x) =cosz — 3z, yo=1;
(c) f(z) = Va+ Vo + Jr, yo=3; (d) fz) =2° +3%, yo=4.



53.(P) Napisa¢ réwnania stycznych do wykreséw podanych funkcji we wskazanych punktach:

(@) f(o) =arctgn, (LA () £@) =l (s +e) . (0100 (© Fo) =tea (F.0(F));
(d) f(2) = V2 HT, (3.F3); (o) f(w)z%, (V2. £ (V2)); () fla) = €079, (ag,1).

54. (a) Napisa¢ réwnanie stycznej do wykresu funkcji f(x) = z* — 2z + 5, ktéra jest réwnolegla do
prostej y = 2x + 3.
(b) Wyznaczy¢ styczna do wykresu funkcji f(z) = /&, ktéra tworzy kat % z osia Ox.
(¢) Znalezé réwnanie stycznej do wykresu funkcji f(z) = xzlnz, ktéra jest prostopadla do prostej
20+ 6y —1=0.
1
(d) Znalez¢é réwnanie stycznej do wykresu funkeji f(z) = z arctg —, w punkcie jego przeciecia z prosta
x
mx = 4y.
(e) Znalez¢ réwnanie stycznej do wykresu funkeji f(z) = sin 2z — cos 3z w punkcie jego przeciecia z

osia Oy.

55.% (a) Fragment terenu ma ksztalt tréjkata réwnoramiennego o boku b = 200 m. Kat przy wierzchol-
ku tego tréjkata, zmierzony z dokladnoscia 0.01 rad wynosi 7/3. Z jaka w przyblizeniu doktadnoscia
mozna obliczy¢ pole tego terenu?

(b) Srednica kulki metalowej, wyznaczona z doktadnoécig 0.01 mm, wynosi 6 mm. Z jaka w przyblize-
niu doktadnosécig mozna obliczyé¢ objeto$é tej kuli?

(¢) Do szybu puszczono swobodnie kamien i zmierzono czas jego spadania z dokladnoscia 0.1s. Z
jaka w przyblizeniu dokladnosciag mozna wyznaczy¢ glebokosé sztolni, jezeli czas spadania kamienia
wyniost 4.1s? Przyjaé¢ g = 9.8 m/s>.

(d) W biegu na 100 m czas mierzy sie z doktadnoscia 0.01 s. Z jaka w przyblizeniu doktadnoscia mozna
obliczy¢ érednig predko$é zawodniczki, jesli uzyskala ona czas 12.50 s?

Lista dziewigta

56. Korzystajac z reguly de LL’Hospitala obliczy¢ granice:

7r
Insin —z
In(2* +1 —
(0) Jim 22, (b) lim — 2~ (¢) lim T UEL,
.29 —10r+9 . Incosx .

L e () e conse 0 Jiy, vivarectaz:
() fim olne; (b) fim (7 —2)te 5; (i) lim, (ﬁ - p)?

1 1 1
0) Jim (- ctga); 09 tim (o 1 ); () lim (~Inz)";

2 x
(m) lim (% arctg x) ; (n) JE& (1+a)m"; (o) 11(111)7 (tg )",

xr— 2

57. Wyznaczy¢ przedzialy monotonicznosci funkcji:
1
(a) f(x) =23 — 3022 + 225z; (b) f(z) =sinz —cosz (0 < z < 27); (c) f(z) =4x + —;
x

a3 2 —1

(@) f@) = 57— (0) fw) = ¥ (£) (@) = we~2

(&) f(z) = xIn*; (h) f(z) = —; (i) f(z) = 251 — 42,



Lista dziesigta

58. Obliczy¢ drugg pochodng funkcji:

(2) f(2) = 427 — 52 + 22 (b) (@) =" - 2 (©) fe) =<
(d) f(x) = arctgx; (e) f(x) = sin® z + cos® 2; (f) f(z) =23 Inz.
59. Znalez¢ ekstrema lokalne funkcji:
(2) fl2) = 2* — 422, (0) (@) =+ © f) =2

r+1

9

(d) fz) = (z+1)e™; () flz) = 5
(g) f(x) =zlnz; (h) f(x) = V3z — 3; (i) f(:n):2arctg:n—ln(1+:n2).

(f) f(z) = ‘1’2—51'—6'

60. Znalez¢ wartodci najmniejsze i najwieksze podanych funkcji na wskazanych przedziatach lub w
ich dziedzinach naturalnych:

(@) £(a) = 20 = 1522 4360, (15 (b) f@) = 5. [-2.2)

©) fla) = VIFa+Vi—a; (@) f(2) = (@ =37, [-1.4]

(e) f(x) = 1—‘9—1’2 , [—5,1]; (f) f(z) =sin®z — 6sinz, [—7/2,7/2];
(8) f(x) = V3+ 2 - 2% () fla) = s,

61. (a) Jakie wymiary powinna mieé¢ prostokatna dziatka podzielona na trzy parcele o powierzchniach
600m?, 400m? i 200m? (rys.) tak, aby taczna dtugoéé ogrodzenia tych parcel byta najmniejsza?

2
600 m? 100m

200 m?2

(b) Platforma wiertnicza jest zakotwiczona na morzu 10 km od prostoliniowego brzegu. Ropa z plat-
formy bedzie dostarczana rurociagiem do rafinerii potozonej nad brzegiem morza, 16 km od punktu
brzegu najblizszego platformie. Koszt utozenia 1 km rurociggu na dnie morza wynosi 200 000 euro, a
na ladzie — 100 000 euro. Do ktérego miejsca na brzegu nalezy doprowadzi¢ rurociag, aby koszt jego
budowy byt najmniejszy?

Platforma
wiertnicza

10 km

- > Rafineria
16 km

(c) Prostopadloscienny kontener ma mie¢ pojemnoéé 22.50m? i kwadratowa podloge. Koszt 1m?
blachy potrzebnej do wykonania podlogi i pokrywy wynosi 20 zl, a $cian bocznych — 30 zt. Jakie
powinny by¢ wymiary kontenera, aby koszt jego budowy byl najmniejszy?

(d) Jaki powinien by¢ kat « przy wierzchotku tréjkata réwnoramiennego o danym polu, aby promien
kota r wpisanego w ten tréjkat byl najwiekszy?



o\
A\
(b

(e) W parabole o réwnaniu y = 4 —2? wpisano prostokat, w sposéb przedstawiony na rysunku. Znalezé
wymiary prostokata, ktéry ma najwieksze pole.

/\ y=4-a

Lista jedenasta

62. Obliczy¢ podane calki nieoznaczone:

2xd 34 2 =
(d) /M; (e) Lwldgj; (f) /e—x .32 g
cosx — sinx N3

63. Korzystajac z twierdzenia o catkowaniu przez czeéci obliczy¢ calki nieoznaczone:

(a) /966_3%96; (b) /(96+1)2e:”dx; (c) /\/Earctg\/idx; (d)/ zdz

cos2a
d
(e) /332 sin z dx; (f) %; (2) /ln(:n+ 1) dx; (h) /arccos:nd:n;
x
(i) /e%sinxdx; () /sinxsin?)wdw; (k) /sin3wcoswdw; 1) /cosxcos5wdw;

(m) /sinzxd:ﬂ; (n) /cos4acdac; (o) /ln (1 + x2) dx; (p*) /xsinxem dx.
64. Stosujac odpowiednie podstawienia obliczy¢ caltki nieoznaczone:

@ [ o) [T (0 [ (@) [asin (e +4) do

Ch e O [G-32)"dr () [ a1 ) [ S

cha’ 2—1—\/5;

O [Za 0[S 0[5 ) [oet

625‘/’—#1; 3—2cosx’
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Lista dwunasta

65.* Przyjmujac w definicji calki oznaczonej podzial réwnomierny przedziatu calkowania obliczy¢:
1 3

(a) /(21‘ — 1) dz; (b) /x2 dx.
Wskazdéwka. Zastosowaé odpowiednio wzory
(a) 1+2+...+n= n(n;l), (b) 142 4. +n’= —"(”+1)6(2”+1).

66. Korzystajac z twierdzenia Newtona-Leibniza obliczy¢ catki:

/ 1 2:17—1 v dx
(a)/<\/§+ﬁ) a; (b)/:n—l—ldx; (c) /3:24-1;
12 02 2/3

(d) /w(1+x3) dx; (e) / (% - 52 ;4) dx; (f) /tgzwdw.
1 0

-1

67.* Korzystajac z definicji calki oznaczonej oraz faktu, ze funkcje ciagle sa catkowalne uzasadnié
réwnosci:

(a) lim 13+23+4...+n3:1; (b) lim [1 (cosl—i-cosz—ﬂ—k...—i-cosmﬂ Zg;

n—00 n 4 n—oo [ n 2n 2n 2n m
(c)ylll_)rrgo[n\/_(\/l+n+\/2+n+ +m)]:§(2\/§—1).
68. Obliczy¢ pola obszaréw ograniczonych krzywymi:
(a)y =2z —2% z4+y=0; by y=2a% y=22/2, y=3z; (c)y=1/2% y=uzx, y=4;
(d)yzl,y:%ﬂ; (e)y=2", y=2, x=0; (f) y=sinz, y=1/2, (0 <z < m);

(gy=2vz, y=V5-2,y=0, (Wya*=1y=1,y=16 ()y’=-a,y=2-6, y=-1, y=4.

69. Metoda catkowania przez czesci obliczy¢ catki oznaczone:
1 1

(a) /me‘m dzx; (b) /3:26290 dzx; (c) /ln_xdx
0 Ve
7 1

x sin 2z dux; (e) /x(l + cos z) dz; (f) /arcsinxdx.
0 0

(d)

|
O — .

70. Obliczy¢ catki oznaczone dokonujac wskazanych podstawien:

™

(a) /sin xe®®*dx, cosx = t;

0
1

(c) /x\/1+xdx, V1tz =t (d) /lnwdw, Inz =t
1

x dx

)1 V41

14+ 2=t




Lista trzynasta

71. Obliczy¢ pola obszaréw ograniczonych krzywymi:

8
(@) VZ+yy=1, 2=0, y=0; (b) dy =% y = 5

(d)y=tge, y=ctge (0<z<7/2); ()y=VI—22y=1y=2; (f)y=2" y=4% y=16.

(c)y=lzx, z=e, y=—1;

72. Obliczy¢ dtugosci krzywych:

X
1
(a)yzlnzz—+172<w<3; (b)y=2a* 0<a<1; (c)y=2va3, 0<z <1
1 1 |
(e) y =e", Eln2<$<§ln3; (g)y:f—o—l—@, 1<z<2; (h)y=1-Incosz, 0<x<%.

73. Obliczy¢ objetosci bryt powstatych z obrotu figur T" wokdt wskazanych osi:
2
(a) T: 0<2<2, 0<y<2z—2% Ox; (b)T:0<z<V5, 0<y < ——, Oy;

2+ 4

(c) T:O<x<%, 0<y<tgx, Ox; (d) T:0<z<1, 22 <y <z, Oy;

1
(e) T:0<z<1, 0<y < a3, Oy; (f) T:1<2<3, 0<y < —, Oy;

x

4

(g) T: 1<z <4, . <y<b—uz, Ox; (h) T: 0<x <g, 0 <y <sinz+cosz, O;
() T:0<z<m 0<y<sinz,y=2; () T:0<z<1,0<y<z—z%z=2

74. Obliczy¢ pola powierzchni powstalych z obrotu wykresow funkcji f wokdt wskazanych osi:

™

(a) f(x) =cosz, 0 < x < 5 Ox; (b) f(z) =vV4+=z, —4<z<2, Ox;

(¢) f(z) =Inz, 1 <z < V3, Oy; (d) f(z) =]z =1 +1, 0<z <2, Oy;

(© f@) = VI=2 ~1<a <L O (1) fa) = v (1-3) 1<2 <3, On
r—1 x?

(8) f(2) = == 1< <10, Oy;  (h) fl@) =5, 0<@< V3, Oy,

75. (a) Wg prawa Hooke’a wydluzenie sprezyny jest wprost proporcjonalne (wspétezynnik k) do sity
rozciagajacej. Obliczy¢ prace jaka nalezy wykonaé, aby sprezyne o dlugosci [ rozciagnaé¢ do dlugosci
L.

(b) Zbiornik ma ksztalt walca o osi poziomej. Srednica walca D = 2m, a dlugoéé L = 6m. Obliczy¢
prace, jaka potrzeba wykonaé, aby oproznié¢ zapelniony catkowicie woda zbiornik. Otwoér do opréznienia
zbiornika znajduje sic w jego gérnej czeéci. Gestosé wody v = 1000 kg /m?.

76. (a) Punkt materialny zaczal poruszaé sie prostoliniowo z predkoscia poczatkowa vy = 10m/s
i przyspieszeniem ag = 2m/s?. Po czasie t; = 10s punkt ten zaczal poruszaé¢ sie z op6znieniem
a; = —1m/s?. Znalezé polozenie punktu po czasie to = 20s od chwili rozpoczecia ruchu.

(b) Dwie czastki elementarne polozone w odlegloéci d = 36 zaczynaja zblizaé sie do siebie z predko-
$ciami odpowiednio v, (t) = 10t + 3, v, (t) = —6t, gdzie t > 0. Po jakim czasie nastapi zderzenie tych
czastek?

12



Lista czternasta

77. Obliczy¢ catki z utamkéw prostych pierwszego rodzaju:

dx dx 5dx 8dx
(a)/(az—3)7; (b)/az—+5; (C)/(2—73:)3; @) | o520

78. Obliczy¢ catki z utamkéw prostych drugiego rodzaju:
dz (6x + 3) dx / (4x +2) dx (r—1)dzx
™ . Al heiedi B S et e PN | e
(a)/:IJ2+43:—|—297 ()/:1:2—1—3:4—4’ (c) 22 — 10z + 29’ (d) 922 + 6 + 2
79. Obliczy¢ catki z funkcji wymiernych:

w [ [rE o[ @[5
© / @2+ 1C)lfx2 o O %; (&) /#ﬁim; () /%;
05 9 ety Wy 0 /a5
80. Obliczy¢ calki z funkcji trygonometrycznych:

(a) /singwdw; (b) /sin4wcos3wdw; (c) /cos4xdx;

(d) /Sinsxcosﬁwdw; (e) /coszwcos 2x dux; (%) /si]a2 2z sin® z dur.

81. Obliczy¢ calki z funkcji trygonometrycznych:

O [t O et O [ e

@ [l e [ ) [l

(&) /sicllfx; () /Sinxdﬁ; ) /35111:1: —I—Cilmcoszn—l—ﬂ

13



Tematy dodatkowe (Mechaniczno-Energetyczny)

1. Napisa¢ wzory Taylora z reszta Lagrange’a dla podanych funkcji f, punktéw xg oraz n :
1

() f2) =a® s =~ n=4  (b) f(@) = =5, m0=1,n=2

(c) f(z) =sin2z, 2o =m,n=3; (d) f(x)=e", 20=0,n=>5.

2. Napisa¢ wzory Maclaurina z n-tg reszta Lagrange’a dla funkcji:

() F@)=sin:  0) f@)=coshm (o) fr) =cosz (d) (o) = =
e

3. Oszacowa¢ dokladnosci podanych wzoréw przyblizonych na wskazanych przedziatach:

(a) tgz =z, |z| < 1 (b) cos?z ~ 1 — 22, |z| <0.1;

12’

r 2’ 2 a3
() Vi+ax~1+ 2" g |z < 0.25; (d) In(1 —2) = —z — CREEY |z| < 0.1.
4. Stosujac wzér Maclaurina obliczy¢:
(a) 1/e z doktadnoscia 1073; (b) v/0.997 z doktadnoscia 1073;
(c) In1.1 z doktadnoscia 10~%; (d) sin 0.1 z doktadnoscia 107°.
5. Okresli¢ przedzialy wypuktosci oraz punkty przegiecia wykresu funkcji:
3
—x, — z .
(@) o) =ale =D =3 () fle) =we (©) f@) =
1 2
_ 2. _ . — 23 .
(@) f(2) =n (1+2°); () fla) = 7= (f) f(2) =z — 52* — 4In]al;
1 1
(8) f(2) = sinz + ¢ sin 2 () @) ="' ) @)=
6. Zbadac przebieg zmiennosci podanych funkcji i nastepnie sporzadzi¢ ich wykresy:
z3 x
(a) f(2) = (z = 1)*(z + 2); (b) f(z) = ; (c) fz) = Ve ;
z—1 z—1
4 4
(@) f(2) =3~ — = () fla) = av/1—a%; (1) fla) =
(2) f(z) = e (b*) f(z) = sinx + sin 3u; (i) f(z) = 2’ Inz.

14



Przykladowe zestawy zadan z egzaminow

W rozwiazaniach zadan nalezy opisa¢ rozumowanie prowadzace do wyniku, uzasadni¢ wyciagniete
wnioski, sformulowaé¢ wykorzystane definicje, zacytowaé¢ potrzebne twierdzenia (podaé¢ zalozenia i
teze), napisaé¢ zastosowane wzory ogélne (z wyjasnieniem oznaczen). Ponadto, jesli jest to konieczne,
nalezy sporzadzi¢ czytelny rysunek z pelnym opisem. Skreslone fragmenty pracy nie beda sprawdzane.

Egzamin podstawowy
Zestaw A
2

1. Obliczy¢ pole obszaru D ograniczonego przez krzywe: y = Inx, x = e“, y = —1. Sporzadzi¢
rysunek.

Ve dz

r+1°

2. Metoda podstawiania obliczy¢ catke

n?+9—n
VnZ+4d—n
4. W przedziale [—3, 4] wyznaczy¢ warto$é najmniejsza i najwieksza funkcji f(z) = 225 — 22.

3. Obliczy¢ granice nlinolo

sinTx

5. Obliczy¢ granice lim (1 — x)
r—1—

e+ dla z <0

) . 1 h k .
2’ +prtqdlal <z miala pochodna w punkcie

6. Dobraé¢ parametry p, q tak, aby funkcja f(z) = {

xo = 0. Narysowaé¢ wykres otrzymanej funkcji.

Zestaw B
1. Znalezé asymptoty wykresu funkcji f(z) =

4 d
2. Obliczyé calke / %.

) o sin (53:5)
8. Wyznaczy¢ granice limy /s oy sin (325)”

4. Obliczy¢ objetosé bryly ograniczonej powierzchnia powstala z obrotu wykresu funkcji f(z) = sinx
(0 < z < ) wokét osi Oz

5. Znalezé przedzialy monotonicznodci funkeji f(z) = 23 In z.

3 2 !
6. Wyznaczy¢ granice ,gggo( nn;k(n)'(i I) ! '

Zestaw C
1. Obliczy¢ calk@/ 22 sinz dx.

xT

2. Znalez¢ ekstrema funkcji f(z) = (z — 3)e”.

3. Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego przez krzywe: y = 322 — 6z, y = 6 + 3z — 322. Sporzadzi¢
rysunek.

x
5, ktora jest prostopadla do prostej

. . . 3
4. Wyznaczy¢ réwnanie stycznej do wykresu funkcji f(z) = T3 22
x

z+2y—3=0.

5. Obliczy¢ granice ciagu z, = Vn2+5n + 2 — Vn2 + 3n + 1.
6. Korzystajac z reguly de L’Hospitala obliczy¢ granice 111%1+(— Inz)*.
Tr—
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Zestaw D

1. Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego przez wykres funkcji y = sinz (0 < = < ) oraz prosta
y = 1/2. Sporzadzié¢ rysunek.

2. Wyznaczy¢ przedziaty wypukloéci i punkty przegiecia wykresu funkcji f(z) = (2 — x)e?®.

2
x®dx
3. Obliczy¢ calk /7
1oye e 2 "6 + 25
4. Pokazal, ze réwnanie x + Inx — 2 = 0 ma tylko jedno rozwiazanie.’
(2" +1) (37F1 +2)
6" +5 '

5. Obliczy¢ granice lim
n—oo

3_

6. Wyznaczy¢ wszystkie asymptoty wykresu funkcji f(z) = Lll
;U [e—

Egzamin poprawkowy

Zestaw A

1. Obliczy¢ granice ciagu a, =n (n —vVn? — 1) .

x(:n—l)'

2. Wyznaczy¢ dziedzine naturalng, asymptoty i naszkicowaé¢ wykres funkeji f(z) = 5
Tz

3. Wyznaczyé przedzial, na ktérym funkcja f(z) = (3:2 + 22 — 1) e~ " jest jednocze$nie rosngca i
wypukla.

4. Obliczyé pole obszaru ograniczonego osiami uktadu wspétrzednych, wykresem paraboli y = x2 4 3
i styczng do niej w punkcie o odcietej xyg = 3. Sporzadzi¢ rysunek.

5. Ile materiatu stracimy wycinajac z blachy w ksztatcie potkola o promieniu R prostokat o najwiek-

szym polu?

In(2arctgz) dx
1+ a2 '

6. Podstawiajac arctgx = t, a nastepnie calkujac przez czesci, obliczy¢ catke /

Sprawdzi¢ poprawnosé otrzymanego wyniku.

Zestaw B
224+ r+4

. Sprawdzi¢ otrzymany wynik.
B +ar P yHamy wy

1. Obliczy¢ catke z funkcji wymiernej

B 202 4+ 2z + 1

2. Wyznaczy¢ asymptoty pionowe i ukosne wykresu funkcji f(z) = 5 1 oraz starannie go
"L‘ J—

naszkicowac.

3. Wyznaczy¢ przedzial (jezeli istnieje), na ktérym funkcja f(z) = /zInz jest jednoczesnie rosnaca
i wypukta.

1
on (, /92n +1— 2n) '

5. Obliczy¢ granice lirgl+ tg 2z In x.
T —

4. Obliczy¢ granice ciagu x,, =

6. Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego wykresami funkcji: y =0, y = Ilnz, y = In(1 — x).
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Zestaw C
PTI . ) , .. z(z+1)
1. Wyznaczy¢ dziedzine naturalna, asymptoty i naszkicowaé¢ wykres funkcji f(z) = RN
x
2. Obliczy¢ granice ciagu a, = /n(n+1) —n.

3. Wyznaczy¢ przedzial, na ktérym funkcja f(x) = (:132 — 6x + 2) e’ jest jednocze$nie malejaca i
wklesta.

4. Narysowaé i obliczyé pole obszaru ograniczonego osig Oz, wykresem funkcji y = 23 i styczng do
niego w punkcie o odcietej xg = 3.

5. 7Z kawalkow blachy w ksztalcie kola o promieniu R wycinamy prostokatne podktadki. Wyznaczy¢
ich wymiary tak, aby odpady byly najmniejsze.

6. Podstawiajac sinx = t, a nastepnie caltkujac przez czesci, obliczy¢ catke / sin  cos x arc tg sin x dzx.

Sprawdzi¢ poprawnosé¢ otrzymanego wyniku.

Zestaw D

1. Obliczy¢ granice lim+ xln(tgx).
z—0

322 +42 -5

2. Wyznaczy¢ asymptoty pionowe i ukosne wykresu funkeji g(x) = ;73 oraz starannie go
— 3z

naszkicowac.
3. Obliczy¢ granice ciagu y, = 3n (\/ dn? —1 — 2n) .

3

x 1
4. Wyznaczy¢ przedzial (jezeli istnieje), na ktérym funkcja g(x) = 3 + arc ctg — jest jednoczesnie

x

rosnaca i wklesta.
5. Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywymi: y = Inz, y = In? z.

6z
6. Obliczy¢ catke z funkcji wymiernej 107 Sprawdzi¢ otrzymany wynik.

9x

Egzamin na ocene celujaca (luty 2016 r.)

1. Pokazaé, ze dla pewnej liczby naturalnej n rozwiniecie dziesietne /n zaczyna sie ukladem cyfr
2016, a bezposrednio po przecinku ma 7 ,siédemek”. Pozostale cyfry rozwinigcia moga by¢ dowolne.

o ()
2. Jakie wartosci moze przyjaé¢ granica lim

z—0t f(l')
dodatnig na (0,1)7
3. Znalez¢ wielomian, ktéry tylko w —1 1 2 ma ekstrema lokalne wlasciwe (odpowiednio minimum i
maksimum), a ponadto tylko w 0 ma punkt przegiecia.

, gdy f jest funkcja ciagla na przedziale [0,1) i

4. Niech funkcja f bedzie ciagla i nieujemna na przedziale [a, b] (a > 0). Wyprowadzi¢ wzdr na objetosé
bryly powstalej z obrotu obszaru {(z,y) : a <z < b, 0 <y < f(x)} wokdl osi Oy. Korzystajac z niego
obliczy¢ objetosé torusa, tj. bryly powstalej z obrotu kota o promieniu r wokot osi oddalonej o R
(R > ) od jego érodka.

$Zadania z egzaminéw na ocene celujaca z lat 1994-2020 wrza z rozwiazaniami mozna znalezé w ksiazce ,Studencki
konkurs matematyczny’.
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